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В данной работе исследуется оценка сверху количества точек с целыми p-адическими сопряженными алгебраи-
ческими координатами внутри полосы малой меры, около нормальной по Малеру кривой .
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In this article, we consider the upper bound on the number of points with the integer p-adic conjugate algebraic coordi-
nates in a strip of small measure, near the curve normal by Mahler .
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Задачи о количестве целых точек внутри фигур и тел в евклидовых пространствах берут свое 
начало в работах Дирихле и Гаусса . Многие такие задачи или уже решены, или имеют трудно 
улучшаемые оценки сверху и снизу, например, проблема круга Гаусса и проблема делителей Ди-
рихле . В этих задачах получены оценки сверху и снизу для остаточного члена в асимптотиче-
ской формуле, причем верхняя оценка постепенно улучшается и приближается к нижней [1] . За 
последние годы было получено много новых результатов об оценках количества алгебраических 
чисел в коротких интервалах [2; 3] . Недавно появилась новая работа о количестве рациональных 
точек внутри областей в 2 [4] . Задачи подобного типа имеют место не только в евклидовых про-
странствах . Например, в [5] доказана теорема Хинчиновского типа в поле p-адических чисел . 
В данной работе мы рассмотрим задачу, аналогичную задаче в [2] в поле p-адических чисел . 
Далее мы будем использовать обозначения как в [6] . Зафиксируем простое число 2,p ≥  p  – 
поле p-адических чисел, 
p
x  – p-адическая норма числа ,px∈  p  – кольцо целых p-адических 
чисел . Цилиндром в p  с центром pd ∈  и радиусом r > 0 будем называть множество
 
{ : } .p pd rω∈ −ω ≤
В поле целых рациональных чисел p-адической нормой числа x∈ называется величина 
,
p
x p −α=  где pα – максимальная степень простого числа p, входящая в разложение на множите-
ли числа x . В поле рациональных чисел p-адической нормой числа 
x
y
∈ является величина 
 .p
p p
xx
y y
=
 Луневич А . В ., 2016 .
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Известно, что поле p  является локально компактным и на нем можно определить Меру Ха-
ара, обозначаемую через µ и нормированную так, что 1pµ =  [7] .
О п р е д е л е н и е . Функция : p pf →   называется нормальной, если она имеет вид 
0
( ) ( ) ,nn
n
f x a x a
∞
=
= −∑
где , n pa a ∈  для всех n и 
lim 0 .
pn
na
→∞
=
Данное определение было предложено Малером [8] .
Нам понадобятся два важных свойства нормальных функций:
1) производные ( ) ( ) ( 1, 2, )kf x k = …  также являются нормальными функциями;
2) нормальная функция над p  раскладывается в ряд Тейлора [9], что неверно для произволь-
ной p-адической функции [10, c . 223] .
Пусть n – некоторое фиксированное натуральное число .
Рассмотрим полином от p-адической переменной степени n с целыми рациональными коэф-
фициентами:
1
1 1 0( )  .
n n
n nP a a a a
−
−ω = ω + ω + + ω+
Высотой такого многочлена будем называть величину 
0
( ) max{ } .
i n
iH P a
≤ ≤
=  Зафиксируем достаточ-
но большое действительное положительное число Q. Множество всех полиномов степени не пре-
восходящей n и высотой, не превосходящей Q, обозначим ( ) .n Q  Точку
1 2; ;( ; )
k
k pγ γ γ γ= ∈ 
будем называть алгебраической точкой, если , 1, ,i i kγ =   – корни одного и того же неприводи-
мого полинома 11 0( )
n n
n na aP a a
−
−ω += +ω +  и  .n k≥  Для каждой такой точки определим ее вы-
соту ( ) ( ),H H Pγ =  где ( ) 0, 1, ,iP i kγ = =   и ( )P ω  – минимальный многочлен чисел  .iγ  
Обозначим ( )n
kA Q  множество всех алгебраических точек γ степени не превосходящей n и вы-
соты, не превосходящей Q, т . е .
( ) { deg( ) , ( ) } .:kn
k
pA Q n H Qγ γ γ= ∈ ≤ ≤
Кроме того, через ( , ) ( )n n
k kA AQ D Q D=   обозначим множество алгебраических точек из ( ),n
kA Q  ко-
торые принадлежат некоторой области  .kpD ⊂ 
Для каждого натурального x определим величину [log ]( ) p xpl x p=  такую, что 
1 .l lp x p +≤ ≤
Т е о р е м а 1 . При 1 2,0 1λ λ< <  для любого цилиндра 21 2 pI IΠ = × ⊂   с центром в точке d  и 
[log ] , ,, 1 2
ip Q
iI p i
−λ
µ ==  при 0 , , )(nQ Q dλ>  справедлива оценка
2 1
1# ( , ) ,
n
nA Q c Q
+Π ≤ µΠ
где 21
24 2 1 .n nc = ⋅ +
Для доказательства теоремы 1 нам понадобится следующая лемма .
Л е м м а . Обозначим через 2( , )G G T= γ ⊂   (где 21 2( ; ) pγ = γ γ ∈  – фиксированная точка из 
2
p ) множество точек 
2
1 0( ; )b b b= ∈ , таких, что выполняются следующие неравенства:
1 1 0 1
1 2 0 2
1 2
;
;
0 .
p
p
p
b b T
b b T
 γ + ≤
 γ + ≤

γ − γ ≥ ε >
 (1)
Пусть 1 0, ,b b Q≤  где Q – достаточно большое натуральное число. Тогда справедлива оценка 
1
1 2# max{2 ;1}max{2 ;1} .G QT QT
−≤ ε
Д о к а з а т е л ь с т в о . Без потери общности будем считать, что 1 2 .T T≥  Рассмотрим следую-
щую систему линейных уравнений с двумя неизвестными:
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1 0 1
1 2 2
1
0
,
,
b b l
b lb
γ + =
γ + =



 (2)
где , 1, 2 .i ipl T i≤ =  Ясно, что при таком условии решение системы (2) удовлетворяет неравен-
ствам (1) . В таком случае задача сводится к оценке количества целых решений системы (2) при 
различных , 1, 2 .i ipl T i≤ =
Рассмотрим разность уравнений (2):
 1 1 2 1 2( )  .lb lγ − γ = −
При 1 2 0pγ − γ ≥ ε >  и 1i pl T≤  верно
 
1 2 1
1 1
1 2
 .p
p
p
l
b
l
T−
−
ε= ≤
γ − γ
Тогда 11 12  .# Qb T−ε≤  
Зафиксируем одно из значений 1b  и оценим количество возможных целых значений перемен-
ной 0 .b  Рассмотрим систему (2) для двух различных наборов 1 0,0 ),(b b  и 1 0, ),( jb b :
 
1
1 0,
1 2
1 0,0 1,0
1 0,
0,0 1,0
0, 1,1 2
,
,
,
 .
j
j
j
j
b
b
b l
b l
l
b
b
b
l
b
γ + =
γ + =
γ + =
γ + =






Вычтем второе уравнение из первого и четвертое уравнение из третьего . Получим систему не-
равенств:
 
0,0 0, 1,0 1, 1
0,0 0, 2,0 2, 2
,
 .
j jp p
j jp p
b l T
b l T
b l
b l
 = ≤− −
− = ≤−



Данные неравенства означают, что 20 02  .# T Qb ≤  Из вышесказанного следует, что 
 
1
1 2# max{2 ;1}max{2 ;1} .G T Q T Q
−≤ ε
Лемма доказана .
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы 1 . Предположим, что 2 12# ( , )  .
n
nA Q c Q
+Π > µΠ  Рассмотрим 
алгебраическую точку ( , )n
kA Qγ Π∈  с минимальным многочленом ( )P t  и оценим его значение 
в точке  .d  Для этого разложим ( )P t  в ряд Тейлора в цилиндре 1 :, ,2iI i =
 ( )2
1 1( () ( ) ( )( ) )( ) )((  .)
2 !
n
i i i i i i i i i i i
nP P dP d
n
d dP P′= γ ′′ γ ++ γ − γ + − γ γ − γ+
Оценим сверху каждое слагаемое в этом разложении .
Для оценки сверху ( )
1
( )
!
k
i
p
P
k
γ  запишем общий вид производной ( ) ( )k iP γ :
 
( )( ) ! ! !( )  .
( )! ( )! ( )!
k
n k j kk
i n ji i
n j k
P a a a
n k j k k k
− −γ = γ + + + +
− −
γ
−
 
Отсюда видно, что многочлен ( )
1
( )
!
k
iP
k
γ  имеет целые рациональные коэффициенты 
! ,
!( )!
j
j
a
k j k−
 
где  .k j n≤ ≤  Так как многочлен ( )
1
( )
!
k
iP
k
γ  имеет целые рациональные коэффициенты и ,i idγ ∈
,i pI ⊂   то при 0 ( , , ),Q Q d nγ>  верны следующие неравенства:
 
( )1 !( ) max
! !
1,
( )!
j kk
i
k j n
i j
p p
j
P a
k k j k≤ ≤
−≤γ ≤γ
−
 
( )1 ( ) )
!
(  .ki i i i
p
k d IP
k
γ − γ ≤ µ
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Тогда 
 ( )
0
1
( max ( )( ))  .
!k
k k
i i ip
pn
i iP d P d
k
I
≤ ≤
  ≤ γ γ ≤
 
µ

−  (3)
Зафиксируем вектор 1 1 2( , , , ),n na a a a−=   где 1 2, , ,n na a a−   – коэффициенты многочленов 
)( () ,P t Q∈  для которых выполняются оценки (3) . Рассмотрим подкласс многочленов с одним 
и тем же вектором коэффициентов 1a : 1( ,) ) .( n Qt aP ∈  Количество таких подклассов можно оце-
нить как 
 1 2 11# (2 1) 2  .n n na Q Q− −= + <  (4)
Отметим, что каждой точке из множества 2 ( , )nA Q Π  соответствует многочлен  .( )) (nP t Q∈  С дру-
гой стороны, каждому многочлену ( )( ) nP t Q∈  может соответствовать не более чем 2n  точек из 
множества 2 ( , ) .n QA Π  Тогда с учетом оценки (4) и предположения о количестве элементов множе-
ства 2 ( , ),n QA Π  из принципа Дирихле следует, что найдется такой вектор 1,0a , для которого верно
 2 2 21,0 2(#  ., ) 2 nn Q a c n Q− −≥ µΠ  (5)
Оценим величину 1,0( ,# )n Q a  сверху . Для этого выберем некоторый многочлен 1,00 ( , )n Q aP ∈  
и рассмотрим разность многочленов 0P  и 1,0( , )j n Q aP ∈  в точках , 1, 2 .id i =  Из оценок (3) следует
 0 0,1 ,1 0,0 ,0
( ) ( ) ( ) (  .)i j i j i j ip pP d a ad a IaP d− − ≤ µ= − +
Тогда количество различных полиномов 1,0( , )j n Q aP ∈  не превосходит количества целых 
решений системы неравенств
 
0 0,1 ,1 0,0 ,0 1
0 0,1
1 1 1
,12 2 0,0 ,0 22
( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( )  .
j j jp p
j j jp p
P d a a d a
P d a a d a
P d a I
P d a I
 − − µ

− − µ
= − + ≤
= − + ≤
Воспользуемся леммой при 1 1 2 2,  .T TI I== µ µ  Так как 
[log ] , ,, 1 2
ip Q
iI p i
−λ
µ ==  и 1,iλ <  то iQT =
[log ] 1 .
ip Q
iIQ Qp
−λ
=µ >  В таком случае получаем
 
2
1 2  .4 pdj d Q≤ − µΠ
Следовательно, 21,0# ,( , ) 4n Q a Q≤ µΠ  что противоречит неравенству (5) при 21 24 2 1 .n nc = ⋅ +  
Это означает, что 2 11# ( , )  .
n
nA Q c Q
+Π ≤ µΠ
Теорема 1 доказана .
Пусть : p pf →   – функция от p-адической переменной . Зафиксируем некоторое действи-
тельное число (0,1) .τ∈  Обозначим через ( , )nfM Q τ  множество всех алгебраических точек 
2 ,pγ∈  
которые удовлетворяют условиям:
1) ( ) ;H Qγ ≤
2) deg( ) ;nγ ≤
3) 1 2
[log ]( )  .p Q
p
f p
−τ
≤γ−γ
Таким образом
 
[l2
1
og ]
2( , ) { : ( ) , ( ) , deg( ) , (0,1)} .
p Qn
pf p
M Q f p H Q n
−τ
τ = ∈ − ≤ ≤ ≤ τ∈γ γ γ γ γ
Т е о р е м а 2 . Если функция ( )f ω  является нормальной, то имеет место неравенство
 2
1# ( , ) ,n nfM Q c Q
+ τ−τ ≤
где 2c  – константа, зависящая только от n.
Данная теорема доказывается применением теоремы 1, после покрытия области ( , )fD Q τ =
[log ]2
1 2 1 2{( , ) : ( ) }
p Q
p p
f p
−τ
ωω ∈ ≤ωω −  цилиндрами П .
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